
一、图的基本概念

图的定义

有向图

无向图

节点和边的关系

无向图

G = <V, E, Ψ >，e, e1, e2 ∈ E 且v1, v2 ∈V

如果Ψ(e) ={v1,v2}，则称e 与 v1 （或v2）互相关联（incident）

e 连接 v1和 v2，v1和 v2 既是 e 的起点，也是 e 的终点，也称 v1 和 v2 邻接

如果两条不同边 e1 和 e2 与同一个结点关联，则称 e1 和 e2 邻接

有向图

有向图 G = <V, E, Ψ >，e, e1, e2 ∈ E且v1, v2 ∈V

如果Ψ(e) =<v1,v2>，则称e 与 v1 （或v2）互相关联（incident）

e 连接 v1和 v2，v1是 e 的起点，v2是 e 的终点，称 v1 和 v2 邻
接

自圈，平行边,简单图

设图 G = <V, E, Ψ > ，e1 和 e2 是 G 的两条不同边。

如果与e1关联的两个结点相同，则称 e1为自圈(self loop)

如果 Ψ(e1) = Ψ(e2)，则称 e1 与 e2 平行

如果图 G 没有自圈，也没有平行边，则称G为简单图



节点的度

度为奇数的节点成为奇节点

度为偶数的节点成为偶节点

度为0的节点成为独/孤立点

度为1的节点成为端点

任何图中都有偶数个奇节点（定理1.3）

握手定理

设无向图 G = <V, E, Ψ >有m条边，则  

设有向图 G = <V, E, Ψ > 有 m 条边， 则 且  .

几类特殊的图

结点都是孤立点的图称为零图

一阶零图称为平凡图

所有结点的度均为自然数 d 的无向图称为 d 度正则图

设 n ∈ I+ ，如果 n 阶简单无向图 G 是 n-1 度正则图，则称 G 为 完全无向图，记为

设 n ∈I+ ，每个结点的出度和入度均为 n-1 的 n 阶简单
有向图称为 完全有向图

设 G是n阶简单无向图（ n∈I+）, 若n 个结点恰形成一个圈，则称 G 为圈图

设 G是n阶简单无向图（ n∈I+）, 若n-1 个结点恰形成一个圈图，且第n个结点与圈图上的每个结点邻接，则称G 为轮图



二分图

同构



二、子图

子图 真子图 生成子图

导出子图

节点集导出子图

设图 G =<V, E, Ψ >，𝑽′是V的子集 且 𝑽′ ≠ 空集。
(1) 以 𝑽′为结点集合，以所有起点和终点均在𝑽′ 中的边的全体为边集合的 G 的子图，称为由𝑽 ′导出的G的子图，记为 G[𝑽 ′]。
(2) 若 𝑽′真包含于V，导出子图 G[V–𝑽 ′] 记为 G –𝑽 ′
直观理解

G[𝑽′] ：以 𝑽′ 为结点集合的最大子图

G – V′：从 G 中去掉 V′ 中的结点以及与这些结点关联的所有边而得到的G的子图

由边集导出的子图

以 𝑬′ 为边集合的 G 的子图称为由 E′导出的子图，记为 G[𝑬′]

性质

G 的子图是 G 的一部分,也可能就是G

G 的真子图的边比 G 的边少

G 的生成子图与 G 有相同的结点

G 的导出子图 G[𝑽′]是 G的以𝑽′为结点集合的最大子图

三、图的运算

可运算

设 G＝<𝑽, 𝑬,  𝜳 >， 𝑮′＝<𝑽′, 𝑬′, 𝜳′ >同为无向图或同为有向图。

如果对于任意 e ∈ 𝑬∩𝑬′，均有  𝜳(e) ＝ 𝜳′(e)，则称 𝑮 和 𝑮′是可运算的,也就是说公共边所关联的点相同

如果𝑽∩𝑽′＝𝑬∩𝑬′=空集，则称 𝑮 和 𝑮′是不相交的,也就是说没有公共点

如果 𝑬∩𝑬′＝ 空集，则称 𝑮 和 𝑮′是边不相交的



交,并,环和
设图G1＝<V1, E1, Ψ1>和G2＝<V2, E2, Ψ2> 可运算, 这是前提

图的交

G1∩G2 =  <V1∩V2，E1∩E2，Ψ1∩Ψ2 >

也就是节点,边,对应关系的交集

图的并

G1∪G2 =  <V1∪V2，E1∪E2，Ψ1∪Ψ2 >

也就是节点,边,对应关系的并集

图的环和

， ，

节点集取并集

边集取对称差

关系根据边集变化

唯一性

三种运算均具有唯一性

G - E′是从 G 中去掉 E' 中的边所得到的G的子图

与 E′中的边相关联的结点并不去掉

设图 G ＝<V , E , Ψ> 和 G' ＝<V , E', Ψ'>同为无向图或同为有向图，若G 和 G' 边不相交，且 G'无孤立点

是由 G 增加 E' 中的边所得到的图

补图

设 n 阶无向图 G ＝ < V, E , Ψ> 是 n 阶完全无向图  的生成子图，则称  的 补图，记为 为

四、路径与回路

路径定义

为图 G 中从 至  的路径，n 称为该路径的长度

如果  ，则称该路径为闭的，否则称为开的

如果各条边互不相同，则称该路径为简单的

如果各个节点互不相同，则称该路径为基本的

从路径中去掉闭路径，能够得到基本路径

n 阶图中的基本路径的长度小于 n



设图 ， ，如果存在从 至 的路径

则存在从 至 的基本路径
定理

其他

可达

若存在从 v1 至 v2 的路径，则称在G中从v1可达v2，或从v1到v2 可达； 否则称在G 中从 v1 不可达 v2 或从v1到v2 不可达。
对于图G的结点v， 用 R(v) 表示从v可达的全体结点的集合 。

设图 ， ，从 可达

当且仅当存在从 至 的基本路径
定理

距离与直径

若从 v1 可达 v2，则称从 v1 至 v2 的路径中长度最短者为从 v1 至 v2 的 测地线，并称该测地线的长度为从 v1 至 v2 的距
离，记作 d(v1, v2)

若从 v1 不可达 v2，则称v1 至 v2 的距离 d(v1, v2)为 无穷

图 的直径定义为
定义

加权图

设图 G = <V, E, Ψ > 。若存在W : E → R＋（R＋是正实数集）， 则称<G，W >为加权图

若 e∈ E ，称 W(e) 为边 e 的加权长度

路径中所有边的加权⻓度之和称为该路径的加权长度

从结点v⾄结点v′的路径中, 加权长度最小的称为从v⾄v′的最短路径

若从v可达v′，则称从v ⾄v′的最短路径的加权⻓度为从v⾄v′的加权距离

Dijkstra算法
emmm……只会算，本蒟蒻总结不好，PPT上的看不懂😇

五、连通性

无向图的连通性

如果无向图 G 的任意两个结点都互相可达，则称G是连通的；否则称G是非连通的

无向图 G = <V, E, Ψ >是连通的 当且仅当对于任意v∈V , 皆有 R(v) ＝ V

连通分支

设G′是图G的具有某性质 P 的子图，并且对于G的具有该性质的任意子图 G″，只要G′包含于G″就有 G′＝ G″，则称 G′相对
于该性质是 G 的 极大子图

无向图G的极大的连通子图称为G 的连通分支，简称分支

连通无向图恰有一个分支

非连通无向图的分支多于一个



有向图的连通性

基础图

设有向图 G = <V, E, Ψ > ， 如下定义𝜳′：E → { {v1, v2} |v1∈V ∧ v2∈V } ，使得，对任意 e ∈E 和 v1, v2∈V，若 Ψ(e) ＝< 
v1, v2 >，则 𝜳′(e)＝{v1, v2}。称无向图 𝑮′ = <V, E, 𝜳′ >为有向图 G 的基础图

三种连通性

设G是有向图

如果G中任意两个结点都互相可达，则称G是强连通的

如果对于G的任意两结点，必有一个结点可达另一结点， 则称 G 是单向连通的

如果 G 的基础图是连通的 ，则称 G 是弱连通的

三种分支

设G是有向图

G 的 极大强连通子图 称为 G 的强（连通）分支

G 的 极大单向连通子图 称为 G 的单向分支

G 的 极大弱连通子图 称为 G 的弱分支

强连通（单向连通，弱连通）有向图恰有一个强分支（单向分支，弱分支）

非强连通（非单向连通，非弱连通）有向图有一个以上强分支（单向分支，弱分支）

六、回路、半回路、有向回路

半路径

设 G′是有向图 G＝ <V, E, Ψ >的 基础图，G′中的路径称为 G 中的半路径

设 是G中的半路径。对每个i (1≤i≤m)，

如果Ψ( ，则称  是该半路径中的正向边

如果Ψ( ，则称  是该半路径中的反向边

有向图中的半路径是路径 当且仅当该半路径中的边都是正向边

定义

连通2度正则图称为回路

Note
回路的节点的度一定为2

基础图是回路的有向图称为半回路

每个结点的出度和入度均为 1 的弱连通有向图称为有向回路



回路 (半回路，有向回路)边的数目称为回路 (半回路，有向回路)的长度

定理3.6  
设 v 是图G的任意结点，G是回路（或有向回路），当且仅当
(1) G的阶与边数相等，且
(2) 在G中存在一条 v到v的闭路径，使得除了v在该闭路径中出现两次外，其余结点和每条边都在该闭路中恰出现一次

有回路，非循环图

定义

如果回路 (有向回路，半回路) C 是图 G的子图，则称 G 有回路 (有向回路，半回路) C

没有回路的无向图和没有半回路的有向图称为非循环图

有向回路判断

如果有向图 G 有子图 G′，使得 对于 G′的任意结点 v，皆有 ，则 G 有有向回路或
从G中去掉 v 和与之关联的边得到有向图 G-{v}的过程称为 W-过程

G 有有向回路当且仅当 G – {v} 有有向回路

若 n 阶有向图 G 没有有向回路，则经过 n–1 次W-过程得到平凡图

非循环图的判断

图 G 不是非循环图当且仅当 G 有子图 G′，使得对于G′ 的任意结点 v，皆有 > 1

七、连通性的强与弱

连通度

点连通度：为了破坏连通性，至少需要删除多少个顶点？

边连通度：为了破坏连通性，至少需要删除多少条边？

点割集

设无向图G= <V, E, Ψ >为连通图，若有非空点集V1真包含于V,
使图G删除了V1的所有结点后，所得的子图是不连通图
而删除了V1的任意真⼦集后，所得到的子图仍是连通图，则称 V1是G的⼀个点割集

点割集具有极小性

若某⼀个结点构成⼀个点割集，则称该结点为割点

图的连通度

设G是⽆向图，k(G) = min{ |V1| | V1是 G 的点割集 }是G的点连通度，也称作连通度

连通度k(G)表示为了产生⼀个不连通图所需要删除的点的最少数目

非连通图的连通度等于0，存在割点的连通图的连通度为1，n阶完全图的连通度为n-1

连通度k(G)表示图G的连通程度， k(G)大表示连通性强，即需要删除更多的点才能使图从连通变为非连通



边割集

大同小异，懒得敲了

边割集

割边

边连通度

充要条件

一个连通无向图G中的结点v是割点  存在结点u和w，使得连接u和w的每条路都经过v

一个连通无向图G中的边e是割边  存在结点u和w，使得连接u和w的每条路都经过e

八、欧拉图

欧拉路径

图G中包含其所有边的简单开路径称为 G 的欧拉路径

图G中包含其所有边的简单闭路径称为 G 的欧拉闭路

定义

每个结点都是偶结点的无向图称为欧拉图

每个结点的出度和入度都相等的有向图称为欧拉有向图

欧拉定理

设 G 是连通无向图，G是欧拉图当且仅当G有欧拉闭路

设 G 为弱连通的有向图。G 是欧拉有向图当且仅当 G有欧拉闭路

欧拉路径判断

设 G ＝<V, E, Ψ> 为 连通无向图 ， v1，v2∈V 且v1 != v2 。则G 有一条从 v1 至 v2 的欧拉路径当且仅当 G 恰
有两个奇结点 v1 和 v2

设G为弱连通有向图。v1 和v2为G的两个不同结点，G有一条从 v1 至 v2 的欧拉路径 当且仅当
,且对其他节点，二者相等，

如果 G1 和 G2是可运算欧拉图，则G1 G2 是欧拉图

九、哈密顿图

定义

如果 回路 (有向回路) C 是图 G 的生成子图 ，则称 C 为 G的哈密顿回路（哈密顿有向回路）

图G中 包含它的所有结点的基本路径 称为G的哈密顿路径

有哈密顿回路（哈密顿有向回路）的图称为哈密顿图（哈密顿有向图）

必要条件

用黑白两种颜色 给图中的点着色，使相邻点的颜色不同



G有哈密顿回路，则G中白色结点与黑色结点个数一定相等

G有哈密顿路径，则G中白色结点与黑色结点个数相等或相差1

设G=<V, E,𝚿>是哈密顿图，则对V的任意非空真子集 V1 有 W(G-V1) <=|V1|，其中W(G-V1)为G-V1的分支的个数

充分条件

哈密尔顿图一定不存在悬挂边，至多存在哈密尔顿路径

哈密尔顿图中不存在孤立顶点

n≥2时， 是哈密尔顿图， 表示n阶完全图

只要图G中有足够多边，那么图就是哈密尔顿图

假设G是一个n（n≥3）阶简单图，如果G中任意顶点的度都至少是n/2，则G是哈密尔顿图（狄拉克定理）

假设G是一个n（n≥2）阶简单图，如果G中任意一对顶点u和v，都满足  ≥ n-1,则G中存在哈密尔顿路径
(欧尔定理）



十、图的矩阵表示

邻接矩阵

定义

如果G2和G2是两个同构的图，则首先交换X(G1)的一些行，然后交换相应的列，就可由X(G1)得到X(G2)

性质

无向图G的邻接矩阵 X(G) 是对称的

图 G 没有平行边 ⟺ X(G)的元素都是0和1

图G有自圈 ⟺ X(G)的对角线有非零元素

图G是简单图 ⟺ X(G)的元素都是0和1,并且对角线元素都为0

图G是零图 ⟺ X(G)是零矩阵 (即所有元素都是0的矩阵)

若图G是无向图，

若图G是有向图， 

幂

对于矩阵 X，m∈N，令  表示  的第 i 行第 j 列元素

n 在 X(G) 中，若  = r，则说明从 vi 至 vj 存在 r 条长度为 1 的路径

设 m∈I+，n 阶图G的 V = {v1, v2, …, vn}，若 X是G的邻接矩阵且1 ≤ i, j ≤ n，则  等于 G 中从 vi 至 vj的长度为 m 的路
径数目

可达性矩阵

定义

设 n 阶图 G 的全部结点为  ，定义图G的路径矩阵为 n×n 矩阵 P ＝( )，其中 =1,从 ,为0则不
可达
路径矩阵也称为可达性矩阵

， 可达



求解

其实也就是求出G的各阶矩阵，再或一下

距离矩阵

定义

设 n 阶图 G 的全部结点为  ,称n×n 矩阵 D ＝( )为G的距离矩阵，其中 表示vi到vj的距离，

如果vi到vj不连通，则为



关联矩阵

定义

设无自圈的无向图 G 的结点集和边集分别为  和  ，定义 G 的关联矩阵 A(G)为 n×m 矩
阵( )， 其中 =1,if 关联，若不关联则为0和

无自圈的有向图， 其中 =1,if 是 起点，其中 = -1,if 是 终点，不关联则为0

联系

G是零图 ⇔ A(G) 是空矩阵 (即没有任何元素的矩阵

无向图 G 的关联矩阵 A(G) 的每列元素之和为 2(每条边过2个结点)

有向图 G 的关联矩阵 A(G) 的每列元素之和为 0

ei 和 ej 是 G 的平行边 ⇔ A(G)的第 i 列与第 j 列相同

若G是无向图，则  ( i = 1，2，…，n )

若G是有向图， ( i = 1, 2, …, n ):

为 A(G) 的第 i 行中值为 1 的元素个数

为 A(G) 的第 i 行中值为 −1 的元素个数

为 A(G) 的第 i 行中 非零 元素个数

总结

图的路径矩阵和距离矩阵不能给出图的全部信息

图的邻接矩阵可以给出图的全部信息

无自圈图的关联矩阵可以给出无自圈图的全部信息


